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Introduccién

Concepto de Proceso Estocastico

@ Un proceso estocastico x(t) es una regla que asigna a cada
resultado ¢ una funcién x(t,{).

@ Un proceso estocastico es una familia de funciones en el
tiempo, que dependen de un parametro .

@ El dominio de ¢ son todos los posibles resultados de un
experimento, mientras que el dominio de t es un conjunto de
nimeros reales
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Introduccién

Estadisticas de un Proceso Estocastico

@ Un proceso estocastico contiene infinitas variables aleatorias,
no contables, una para cada t.

@ Para cada t, x(t) es una variable aleatorio con distribucién
F(x,t) = P({x(t) < x})

@ El evento {x(t) < x} consiste de todos los resultados ; tales
que x(t,{;) no exceda x.

@ La funcién F(x,t) es llamada distribuciéon de primer orden del
proceso x(t).

@ La funcidn
dF(x,t)

dx
es la densidad de primer 6rden de x(t).
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Introduccién

Estadisticas de un PE

@ La distribucién de segundo orden de un proceso x(t) es la
distribucion conjunta

F(Xl,Xz; ty, t2) = P({X(tl) < X1,X(t2) < X2})
de las variables aleatorias x(t7), x(t2).
@ La densidad de segundo orden es
0 F(x1,x0; t1, )
3X13X2

f(xy,x0;ty,tp) =

@ La distribucién de orden n de x(t) es la distribucién conjunta

F(X1,eeesXpit1,eeesty)

de las variables aleatorias x(t;),...,x(t,).
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Introduccién

Propiedades de segundo orden

@ La media n(t) de x(t) es el valor esperado de la variable
aleatoria x(t)

(©.0)

n(t)=E{x(t)} = xf(x,t)dx

—0Q

e La autocorrelacion R(ty,ty) de x(t) es el valor esperado del
producto x(t)x(t)

(©.0)

R(tl, t2) = E{X(tl)X(tQ)} = J X1X2f(X1,X2; ty, t2)dX1dX2

—0Q

o La autocovarianza C(ty,tp) de x(t) es la covarianza de las
VAs x(t1) y x(tp). 7 Rt
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Introduccién

Definiciones

@ Las estadisticas conjuntas de dos procesos reales x(t) y y(t)
estan determinadas por la distribucién conjunta de las

variables aleatorias x(t1),...,x(t,),y(t7),...,¥(£).

@ Un proceso vectorial 6 proceso n-dimensional es una familia de
n procesos estocasticos.

@ La autocorrelacion también esta definida para procesos x(t)
complejos.

Rxx(tln t2) — E{X(tl)x*(t2)}
R(to,t1) = E{x(t2)x"(t1)} = R*(t1.12)

J.P. Ramirez Proc.Estoc.



Introduccién

Definiciones

@ La autocorrelacién es una funcién positiva definida, lo que
significa que

Za,-aj.‘R(t,-, tj) >0

)

que implica que

R(t,t):E{|x(t)|2}20
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Introduccién

Definiciones

@ La razén
C(ty,t)

- v C(ty,t1)C(to, 1)

es llamada coeficiente de correlacion del proceso x(t).

r(ty,to)

@ Dos procesos x(t),y(t) son llamados ortogonales si
R, (t1,ty) =0 para toda ty, t5.

@ Dos procesos x(t),y(t) son llamados no correlacionados si
Cyy(t1,t2) =0 para toda ty, .

@ Un proceso x(t) es a-dependiente si C(t,t,) =0 para
|ty —t| > a.
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Introduccién

Definiciones

@ Dos procesos x(t) y y(t) son |ndepend|entes si las variables
aleatorias x(t1),...,x(t,),y(t;),...,y(t;) son mutuamente
independientes.

@ Un proceso x(t) es llamado normal si las VAs x(t;),...,x(t,)
son conjuntamente normales para cualquier ny ty,...,t,.

@ Para un proceso normal,

Ex()} =n(t) o%(t)=C(6.1)

y sus estadisticas estan completamente determinadas por 7(t)
y C(t1,12).
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Introduccién

Ruido blanco

@ Un proceso v(t) es llamado ruido blanco si sus valores v(t;) y

v(t;) son no-correlacionados para cada t; y t; # t;

C(t;,t;)=0 t # ¢

@ La autocovarianza de un proceso no trivial de ruido blanco
debe tener la forma

C(t1,t2) =q(t1)6(t1—t2) q(t)=0

o Silas VAs v(t;) y v(t;) son no solamente no-correlacionadas,
sino independientes, entonces v(t) es llamado ruido

estrictamente blanco.
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Procesos especiales

Procesos especiales

@ Proceso de Poisson.
@ Caminata aleatoria.

@ Proceso de Wiener.

oy Division de Ingenierias
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Procesos especiales

Proceso de Poisson

@ Los puntos de Poisson se caracterizan por dos propiedades:
o El nimero n(t,t,) de puntos t; en un intervalo (t;,t,) de
longitud t =t,—t; es una VA de Poisson con parametro At.
o Si los intervalos (t;,t5) y (t3,t4) no tienen traslape, entonces
las VAs n(t;,t,) y n(t3,t4) son independientes.

@ El proceso de Poisson se forma utilizando los puntos t; para
crear el proceso estocastico

x(t) =n(0,t)
@ Para una tespecifica, x(t) es una VA de Poisson con
parametro At, por lo que E{x(t)} =n(t) =At.
@ La autocorrelacion de x(t) es
Aty + A%ttt >t
R(t1,t) = 2 2
ti+ A%ttt <t




Procesos especiales

Caminata aleatoria

@ Se lanza una moneda justa un namero infinito de veces. Los
lanzamientos son cada T segundos, y cada vez que la moneda
cae se toma un paso instantaneo de longitud s a la izquierda o
derecha, segiin haya caido aguila o sol en el lanzamiento.

@ Si se denota por k el numero de aguilas y n—k el niamero de
soles (pasos a la izq. o der.), la posicion en el tiempo t=nT es

X(nT)=ks—(n—k)s=ms m=2k—n
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Procesos especiales

Caminata aleatoria

@ El proceso x(nT) puede escribirse como la suma
X(nT)=x%x;+--+Xx,

donde x; es el tamafio del /-ésimo paso. Las VAs X; son
independientes y toman los valores +s, con E{x;} =0y
E{x%} — s2. Por lo tanto,

E{(x(nT)}=0  E{x*(nT)}=ns’
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Procesos especiales

Proceso de Wiener

@ El proceso de Wiener es el limite de una caminata aleatoria
x(t) cuando T — 0, haciendo s> =aT

w(t)=Ilimx(t) T—0

@ En el limite, s > 0 mientras T — 0.
@ La densidad de primer orden de w(t) es

1
f(w, t) = ————e /200

vV2mat

@ La autocorrelacion de w(t) es
R(tl, t2) = aml'n(tl, t2)

o Sit] <ty <t3<ty, losincrementos w(ts)—w(t3)y _.
w(ty)—w(t;) de w(t) son independientes. B
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Estacionalidad

Procesos Estacionarios

@ Un proceso estocastico x(t) es llamado estacionario en sentido
estricto (SSS, strict sense stationary) si sus propiedades
estadisticas son invariantes a un cambio de origen, esto es,
X(t) y x(t+ c) tienen las mismas estadisticas para cualquier c.

@ Dos procesos x(t) y y(t) son conjuntamente estacionarios si
sus estadisticas conjuntas son las mismas que las estadisticas

conjuntas de x(t+c) y y(t+c) para cualquier c.
@ La densidad de orden n para un proceso SSS debe ser tal que

F(X1yeeesXpitlseeertn) =F(X1,ee, Xty +Cyuvns tp+C)

para cualquier c.
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Estacionalidad

Procesos Estacionarios

@ La densidad de primer orden de x(t) es independiente de t
f(x;t)="f(x)

@ La densidad conjunta de las VAs x(t) y x(t+7) es
independiente de t.

fF(x1, X0, ty,tp) = F(X1,%2; T)

donde 7 = t, —ty.
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Estacionalidad

Procesos Estacionarios

@ Un proceso estocastico x(t) es llamado estacionario en sentido
amplio (WSS, wide sense stationary) si su media es constante

E{x(t)}=n
y su autocorrelacién solamente depende de T =t,—t;
E{x(t+7)x*(t)} = R(7)

@ La potencia promedio de un proceso WSS es independiente de
tyes
2
E{|x(t)|"} = R(0)
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Estacionalidad

Procesos Estacionarios

@ La autocovarianza de un proceso WSS solamente depende de
T = tl—t2
2
C(7)=R(7)=Inl

y su coeficiente de correlacion es
r(7)=C(7)/C(0)

por lo tanto, C(7) es la covarianza y r(7) es el coeficiente de
correlacion de las VAs x(t+ 1) y x(t).
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Estacionalidad

Otras formas de estacionalidad

@ Un proceso x(t) es asintéticamente estacionario si
f(Xq5eeesXyit1+ 6oty +0)
tiende a un limite que no depende de ¢ mientras ¢ — 0.
@ Un proceso x(t) es estacionario de orden N si
F(X1yeeesXpitlseeortn) =F(X1,e 0, Xty +Cyunns tp+C)

solo se cumple para n< N.

o El proceso x(t) es estacionario en un intervalo si

F(X1yeeesXpitlseeostn) =F(X1,e 0, Xty +Cyuvns tp+C)

se cumple para toda t; y t;+c en ese intervalo. .
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Estacionalidad

Procesos en Tiempo Discreto

@ Si x[n| es un proceso en tiempo discreto, su media y
autocorrelacion estan dadas por

n[n] = E{x[n]} R[ny,no] = E{x[n]x*[n>]}
y su autocovarianza es
Cln1, m] = R[ny, no] =n[n|n*[n2]
@ Si x[n]| es un proceso WSS, entonces E{x[n]} =71y

E{x[n+ m]x*[n]} = R[m]
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Estacionalidad

Procesos en Tiempo Discreto

@ En el caso en que x[n] proviene de muestras x(nT) de un
proceso continuo x(t), las estadisticas de x[n] se pueden
determinar a partir de las de x(t). En particular,

nln]=n(nT)  R[ny,np]=R(n T,n,T)

o Si x(t) es SSS, entonces x[n]| es SSS. Si x(t) es WSS con
media 7 y autocorrelacién R(7), entonces x[n] es WSS con
media 7 y autocorrelacion R[m]|=R(mT).
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Estacionalidad

Procesos Cicloestacionarios

@ Un proceso x(t) es llamado cicloestacionario o
periédicamente estacionario si sus estadisticas son invariantes
a un cambio en el origen del tiempo, dado por miultiplos
enteros de una constante T llamada periodo.

@ La funcién de distribucién de x(t) debe satisfacer
F(X1,eeosXpity+mT .ty +mT)=F(xq,..., Xy t1,.. ., )

para cualquier entero m.
@ Un proceso x(t) es cicloestacionario en sentido amplio (WS)

n(t+mT)=n(t)

R(t+mT+71,t+mT)=R(t+7,t)
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Sistemas con entradas estocasticas

Sistemas con Entradas Estocasticas

@ Dado un proceso x(t), asignamos a cada una de sus muestras
X(t,;) un valor y(t,{;) de acuerdo a alguna regla. De esta
forma se crea otro proceso

y(t) = T{x(t)]

@ El proceso y(t) es la salida de un sistema o transformacién,
cuya entrada es el proceso x(t).

o El sistema es deterministico si opera inicamente en la variable
t, tratando a { como un parametro.

@ El sistema es estocastico si T opera sobre ty .
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Sistemas con entradas estocasticas

Sistemas sin memoria

@ Un sistema es llamado sin memoria si su salida estad dada por

y(t) = g[x(t)]

@ Para un tiempo dado t = ty, la salida de y(t;) depende
anicamente de x(t;), y no de otros valores anteriores o futuros

de x(t).
@ La densidad de primer érden de y(t) puede expresarse en
términos de £, (x;t).

e El valor esperado de y(t) esta dado por

Ely(t)} = J £(x)f,(x: )dx

—0
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Sistemas con entradas estocasticas

Sistemas sin memoria

o La densidad de orden n £ (y1,...,¥n: t1,...,t,) puede
determinarse a partir de la de x(t) cuando la transformacién es

el sistema

y(t1) =gx(t)],-...y(t2) = g[x(t,)]

@ Si la entrada a un sistema sin memoria es un proceso x(t) del
tipo SSS, la salida resultante serd un proceso y(t) también del

tipo SSS.

@ Por ejemplo, si el sistema g(x1) =y4,...,8(x,) =y, tiene una
solucién Gnica,

o (X1seees Xnitlseesty)
lg'(x1)--g'(x,)| &
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Sistemas con entradas estocasticas

Sistemas lineales

@ Un sistema y(t) = L[x(t)] es lineal si
Llax;(t) +axxy(t)] =ayL[x; ()] +azL[xx(1)]

para cualesquiera aj,a,,X1(t),xo(t).

@ Un sistema es invariante en el tiempo si su respuesta a
X(t+c) es igual a y(t+c).

@ La salida de un sistema lineal es una convolucién

(©.0)

y(t) =x(t)*h(t) = J x(t—a)h(a)da

—00

donde h(t)=L[6(t)].
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Sistemas con entradas estocasticas

Sistemas lineales

@ Para cualquier sistema lineal,

E{L[x(t)]} = L[E{x(¢)}]

@ Lo anterior implica que

My(t) = L[nx(t)]

ya que

—OoQ

Ety(t)} = J E{x(t—a)} h(a)da = ny(t) « h(t)
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Sistemas con entradas estocasticas

Sistemas lineales

@ Correlacion cruzada entre la entrada y la salida

Ry (t1,t2) = Lo[Rue (1, 12)]

00
ny(tlﬁtZ):J Rxx(tla t2_a)h(a)da

—0

@ Autocorrelacion de la salida a partir de la cruzada

Ryy(t19 tz) = Ll[ny(tL t2)]
o0

Ryy(tlﬁtZ):f RXy(tl—a, t2)h(a)da

—0Q
@ Sila entrada x(t) a un sistema invariante en el tiempo es SSS
la salida y(t) sera SSS. - P——
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Sistemas con entradas estocasticas

Sis. lin.: Derivador

@ Un derivador o diferenciador es un sistema lineal cuya salida es
la derivada de la entrada

Lx(£)] =x(t)

@ La media de la salida es

N (t) = L[, (t)] =n(t)
@ La autocorrelacién de la salida es

32Rxx(t1: t2)
01,01,

RX/X/(t].’ t2) —
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Ergodicidad

Ergodicidad

@ Un problema fundamental en procesos estocasticos es el
estimar sus estadisticas.

@ En términos generales, esta estimacion requiere calcular
promedios de ensamble (ensemble average) sobre todas las
posibles t,{ para un proceso x(t,{).

@ No siempre es posible obtener miltiples realizaciones de un
proceso estocastico para estimar sus estadisticas.
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Ergodicidad

Ergodicidad

DefiniciA3n
Un proceso estocastico x(t) es llamado ergddico si sus promedios
de ensamble son iguales a promedios en el tiempo apropiados.

@ Esta definicion implica que cualquier estadistica de x(t) se

puede determinar a partir de una sola muestra x(t,{) con
probabilidad 1.
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Ergodicidad

Proc. ergédicos en la media

@ Dado un proceso estocastico x(t) con media constante
E{x(t)} =1, se puede formar el promedio en el tiempo

1 T

= — t)dt
>T _TX()

nr

@ Se dice que el proceso x(t) es ergédico en la media si, con

probabilidad 1,

Nt —1m mientras T — o0

@ El promedio en el tiempo 1+ es una VA con media

E{nt}= %f E{x(t)}dt=n
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Ergodicidad

Proc. ergédicos en la media

Teorema

Un proceso x(t) es ergédico en la media si y sélo si su
autocovarianza C(ty,t,) es tal que

4T2 J_TJ tl,tz dtldtz _,_—> 0

_4
Corolario

Un proceso WSS es ergddico en la media si su autocovarianza
C(t)=R(7)—n? es tal que

| FET -
— C(t )(1——)d’c —> 0
2T | 5t 2T T—o0
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Ergodicidad

Condiciones suficientes para ergodicidad en la media

O Six(t) es WSSy

J |C(’L‘)|dT<OO

—00

entonces x(t) es ergddico en la media.

@ Si C(0) < oo y C(1)— 0 mientras |T| = 00, entonces x(t) es
ergddico en la media. Por lo tanto, x(t) es ergddico en la
media si las VAs x(t+7T) y x(t) son no-correlacionadas para
un T suficientemente grande.
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Ergodicidad

Proc. Ergddicos en la distribucion

@ Se desea determinar la funcién de distribucién
F(x)= P{x(t) < x} de un proceso estacionario x(t) a partir de
una sola muestra en el tiempo.

@ Se forma el proceso

y(1) = {1 x(t) < x

0 x(t)>x

@ Este proceso tiene la propiedad de que
Efy(£)} = P{x(t) < x} = F(x).

@ El proceso x(t) es ergddico en la distribucion si el proceso y(t)
correspondiente es ergddico en la media.
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Ergodicidad

Proc. Ergddicos en la correlacion

@ Deseamos determinar la autocorrelacién
R(A) = E{x(t+ A)x(t)} del proceso estacionario x(t) en
términos de una sola muestra.

@ Se forma el proceso z(t) =x(t+ A)x(t), con lo que
E{z(t)}=R(A).

o El proceso x(t) es ergddico en la correlacion si el proceso z(t)
correspondiente es ergddico en la media.
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Ergodicidad

Espectro de potencia

@ El espectro de potencia, o densidad espectral S(w) de un
proceso X(t) es la transformada de Fourier de su
autocorrelacion

(e.0)

S(w)= R(t)e“"dt

— 00

@ La autocorrelacidn, a su vez, se obtiene de la inversa

oo

S(w)e*"dw

—0Q0

R() = 5

@ Dado que R(—7) = R*(7), el espectro de potencia de un
proceso X(t) real o complejo es una funcién real de wi'
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Ergodicidad

Espectro de potencia

o El espectro de potencia cruzado S, (w) de dos procesos x(t) y
y(t) es la transformada de Fourier de su correlacién cruzada

Sy(w) = RXy(T)e_j“”dT
—00
@ Por inversion,
° oo
1 (T
R, (7)= Y. . Sy (w)ed dw

@ En general, S, (w) es una funcién compleja.

Xy
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Ergodicidad

Sistemas lineales

e Considere un sistema lineal con respuesta al impulso h(t) y
funcién de sistema

H(a)):Joo h(t)e /@ dt

—0Q

o La funcién |H(w)|? es el espectro de energia del sistema, y su
transformada inversa de Fourier F [H(w)H*(w)] = p(t) es la

autocorrelacion deterministica de h(t).

@ Por el teorema de convolucidn,

—00

p(t) = h(t)xh*(—t) = J h(t+7)h"(T)d7
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Ergodicidad

Sistemas lineales

@ Si se aplica un proceso WSS x(t) a la entrada del sistema
lineal, la salida estd dada por

@ Es posible demostrar que

Rey(7) = Rx(T)xh*(=7) Ry, (7) = Ry (7) % h(7)
Sxy(w) :Sxx(w)H*(w) Syy(w)zsxy(w)H(w)

lo que lleva a...
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Ergodicidad

Sistemas lineales

Ryy(T) = R (7)*p(7)

S,y(@) = (@) [H(w)|*

Corolario

oo

Ely(e) =5 f Sl @) ()| de

—O0
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Ergodicidad

Aplicaciones

@ Si la entrada a un sistema es ruido blanco v(t) con
autocorrelacion R, (t)=6(7), entonces tras aplicar el
teorema anterior

Ry(7) = Ry (—7) = 5(¢)  h*(7) = ()

@ Para determinar la respuesta al impulso h(t) de un sistema
real, basta entonces con encontrar

-
R, (7)~ - fo y(t)v(t—T)dt
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